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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé
íåðåãóëßðíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâûõ è áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ßâëßþòñß îáúåêòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé íà ñòûêå òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ðàñ-
òóùèé èíòåðåñ ê äàííîé ãðóïïå ñðåäñòâ ïðèáëèæåíèß ñòèìóëèðóåòñß ðàñ-
øèðßþùèìèñß çàïðîñàìè òåîðèè è ïðàêòèêè ðåøåíèß ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
íåêîððåêòíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è
àíàëèçà. Ôîðìàëèçàöèß âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ êàê
ïðàâèëî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèßì, îïåðàòîðû êîòîðûõ íå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè
ðåãóëßðíîñòè â ïàðàõ ïðîñòðàíñòâ, åñòåñòâåííûõ ñ òî÷êè çðåíèß ïîñòàíîâîê
ýòèõ çàäà÷. Â íåëèíåéíîì àíàëèçå ê êëàññó íåðåãóëßðíûõ îòíîñßò îïåðàòîðû,
ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ íå ßâëßþòñß íåïðåðûâíî îáðàòèìûìè â âûáðàííîé ïà-
ðå ïðîñòðàíñòâ; óðàâíåíèß ñ òàêèìè îïåðàòîðàìè íàçûâàþòñß íåðåãóëßðíû-
ìè. Êëàññè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé, òàêèå êàê ãðàäèåíòíûé ìåòîä, ìåòîä ÍüþòîíàÊàíòîðîâè÷à, ìå-
òîä ÃàóññàÍüþòîíà, â íåðåãóëßðíîì ñëó÷àå íåðåàëèçóåìû, ëèáî íå ñõîäßòñß
ê ðåøåíèþ. Ê íàñòîßùåìó âðåìåíè äëß óêàçàííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåí îáøèð-
íûé ìàññèâ ðåãóëßðèçîâàííûõ ìîäèôèêàöèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñõîäè-
ìîñòè, îäíàêî ñêîðîñòü èõ ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííî îïðåäåëßåòñß õàðàêòå-
ðèñòèêàìè èñêîìîãî ðåøåíèß. Ïîñëåäíåå îáñòîßòåëüñòâî àíàëîãè÷íî âçàèìî-
ñâßçè ìåæäó ãëàäêîñòüþ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè è êà÷åñòâîì åå íàèëó÷øèõ
ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé, óñòàíàâëèâàåìîé êëàññè÷åñêèìè ïðßìûìè
è îáðàòíûìè òåîðåìàìè òåîðèè ïðèáëèæåíèß ôóíêöèé.
Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îñíîâíûå óñèëèß èññëåäîâàòåëåé óïîìßíóòûõ ìå-
òîäîâ èìåëè öåëüþ êîíñòðóèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ óñëîâèé íà èñêîìîå ðåøåíèå,
äîñòàòî÷íûõ äëß ñõîäèìîñòè âûðàáàòûâàåìûõ èòåðàöèé ê ðåøåíèþ ñ òîé
èëè èíîé ñêîðîñòüþ. Â êà÷åñòâå ýòèõ óñëîâèé îáû÷íî âûñòóïàþò òðåáîâàíèß
èñòîêîîáðàçíîé ïðåäñòàâèìîñòè ðåøåíèß. Óòâåðæäåíèß òàêîãî ðîäà ßâëßþò-
ñß àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ ïðßìûõ òåîðåì òåîðèè ïðèáëèæåíèß ôóíêöèé.
Çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå âíèìàíèå óäåëßëîñü âûßñíåíèþ âîïðîñà î íåîáõîäè-
ìîñòè äàííûõ óñëîâèé è ñâßçàííîìó ñ íèì âîïðîñó î íåóëó÷øàåìîñòè ïî-
ëó÷àåìûõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ïîäîáíûå óòâåðæäåíèß èãðàþò ðîëü
îáðàòíûõ òåîðåì â òåîðèè èòåðàöèîííîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé íåðåãóëßð-
íûõ óðàâíåíèé. Íàèáîëåå ïîëíî â îòíîøåíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ñõîäèìîñòè èçó÷åíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé
íåðåãóëßðíûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå (À.Á.Áàêóøèíñêèé, Ì.Þ.Êîêóðèí; H.W.Engl, M.Hanke,
A.Neubauer; T.Hohage). Ìåòîäèêà ýòèõ èññëåäîâàíèé ñóùåñòâåííî ñâßçàíà ñ
íàëè÷èåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èñ÷èñëåíèß ñàìîñîïðßæåííûõ îïå-
ðàòîðîâ, óäîáíûå àíàëîãè êîòîðîãî â ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
îòñóòñòâóþò. Óêàçàííîå îáñòîßòåëüñòâî îïðåäåëßåò àêòóàëüíîñòü íàñòîßùå-
ãî èññëåäîâàíèß, ïîñâßùåííîãî óñòàíîâëåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
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óñëîâèé ñõîäèìîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (êâàëè-
ôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè) øèðîêèõ êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîê-
ñèìàöèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåðåãóëßðíûìè îïå-
ðàòîðàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèß ðåøàþòñß äâå
âçàèìîñâßçàííûå àêòóàëüíûå çàäà÷è: âî-ïåðâûõ, èçâåñòíûå â ãèëüáåðòîâîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß êâàëèôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè
îáîáùàþòñß íà ñëó÷àé íåðåãóëßðíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, è
âî-âòîðûõ  èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ãàðàíòèðóþùèå ñõîäèìîñòü ñ
äàííîé ñêîðîñòüþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, äîïîë-
íßþòñß ñîîòâåòñòâóþùèìè íåîáõîäèìûìè óñëîâèßìè. Ïàðàëëåëüíî ðåøàåòñß
çàäà÷à ïîïîëíåíèß òåîðèè èòåðàöèîííîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé íåðåãóëßð-
íûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íîâûìè íåîáõîäèìûìè è äîñòà-
òî÷íûìè óñëîâèßìè, îòíîñßùèìèñß ê íå èçó÷åííûì ðàíåå êëàññàì îöåíîê
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ñ äàííîé ñêîðîñòüþ äëß ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåðåãóëßðíûõ îïå-
ðàòîðíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì è ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèß. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñâßçàííûõ ñ èñ÷èñëåíèßìè
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì è ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ òåîðèåé
ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ òåîðèåé èíòåð-
ïîëßöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñß â ñëåäóþùåì:
 Âïåðâûå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñõîäèìîñòè ñ
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ äëß êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àï-
ïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåðåãóëßðíûõ îïåðàòîð-
íûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
 Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèß ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè äëß êëàññîâ èòå-
ðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß íåðåãóëßðíûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, áëèçêèå ê ðàíåå èç-
âåñòíûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèßì òàêîé ñõîäèìîñòè. Òåì ñàìûì âïåðâûå
óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàíåå èçâåñòíûå òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòèõ
ìåòîäîâ íåóëó÷øàåìû â ñóùåñòâåííîì.
 Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß êâàëèôèöèðîâàííîé
ñõîäèìîñòè äëß ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß
íåêîððåêòíîé ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â
÷àñòíîñòè, èçâåñòíûå â ãèëüáåðòîâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèß ëîãàðèôìè÷åñêîé ñõîäèìîñòè îáîáùåíû íà ñëó÷àé
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ïðèáëè-
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æåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè èçó÷åíèè èçâåñòíûõ è âíîâü ñîçäàâàå-
ìûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé íåðåãóëßðíûõ îïåðà-
òîðíûõ óðàâíåíèé. Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî
ïîëó÷åííûå â íåé óòâåðæäåíèß íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèìû ê áîëüøèíñòâó
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß íåðåãóëßðíûõ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé, ðàñïðîñòðàíåííûõ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà
èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ Ìàðèéñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà (20012008), íà ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëåêîíôåðåíöèè
¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß2002¿ (ã.Êàçàíü), íà øåñòîé Êàçàíñêîé ìåæäóíàðîä-
íîé ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèß è ñìåæíûå
âîïðîñû¿ (2003), íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè¿ (ã.Êàçàíü, 2004), íà II Ìåæäóíàðîäíîé
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß¿ (ã. Âîðîíåæ, 2007), íà Øåñòîé ìîëîäåæ-
íîé íàó÷íîé øêîëåêîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß2007¿ (ã.Êàçàíü), íà
íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ïðèáëèæåíèé ÊÃÓ (2008).
Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß âûïîëíåíèß ýêñïîíåíöèàëüíîé
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñè-
ìàöèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåðåãóëßðíûõ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
 Íåîáõîäèìûå óñëîâèß âûïîëíåíèß ñòåïåííîé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ëèíåé-
íûõ è íåëèíåéíûõ íåðåãóëßðíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå, áëèçêèå ê ðàíåå èçâåñòíûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèßì òàêîé
ñõîäèìîñòè.
 Äîñòàòî÷íûå è áëèçêèå ê íèì íåîáõîäèìûå óñëîâèß âûïîëíåíèß ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëß êëàññà èòåðàöèîííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèß íåêîððåêòíîé ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß êâàëèôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè
äëß êëàññà êîíå÷íîðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèß
íåêîððåêòíîé ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 13 ïå÷àòíûõ ðàáîò,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíûõ ðà-
áîò, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ ãëàâ,
ïîäðàçäåëåííûõ íà 16 ïàðàãðàôîâ, è çàêëþ÷åíèß. Ñïèñîê öèòèðîâàííîé ëè-
òåðàòóðû ñîäåðæèò 99 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû  127 ñòðàíèö.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñß îáçîð èññëåäîâàíèé, ñâßçàííûõ ñ òåìîé äèññåð-
òàöèè, îáîñíîâûâàåòñß àêòóàëüíîñòü ðàáîòû è âêðàòöå îïèñûâàåòñß åå ñîäåð-
æàíèå.
Ãëàâà 1 ïîñâßùåíà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèßì êâàëèôèöèðî-
âàííîé ñõîäèìîñòè äëß êëàññîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ðåøå-
íèé íåðåãóëßðíûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Â 1.1 ïðåäñòàâëåí êëàññ èññëåäóåìûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé
íåðåãóëßðíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñôîðìóëèðîâàíû èç-
âåñòíûå óòâåðæäåíèß, îïðåäåëßþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß
âûïîëíåíèß ñòåïåííûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòèõ
ìåòîäîâ. Ïóñòü X1, X2  ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìàòðèâàåòñß óðàâ-
íåíèå
Ax = f, f ∈ R(A) (1)
ñ îïåðàòîðîì A ∈ L(X1, X2). ×åðåç R(A) çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåòñß îáðàç
îïåðàòîðà A. Íåïðåðûâíàß îáðàòèìîñòü A íå ïðåäïîëàãàåòñß, òàê ÷òî (1) îò-
íîñèòñß ê êëàññó íåðåãóëßðíûõ óðàâíåíèé. Äëß àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèß x∗,
áëèæàéøåãî ê âûáðàííîìó ýëåìåíòó ξ ∈ X1, ïðèìåíèìà èçâåñòíàß ïàðàìåò-
ðè÷åñêàß ñõåìà
xα = (E −Θ(A∗A,α)A∗A)ξ +Θ(A∗A,α)A∗f, α ∈ (0, α0]. (2)
Çäåñü E  åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå X1, ïîðîæäàþùàß ôóíê-
öèß Θ = Θ(λ, α) ïðè ëþáîì α ∈ (0, α0] èçìåðèìà ïî Áîðåëþ íà îòðåçêå
[0, ‖A∗A‖2], à ôóíêöèß Θ(A∗A,α) ïîíèìàåòñß â ñìûñëå èñ÷èñëåíèß ñàìîñî-
ïðßæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåíû èçâåñòíûå óñëîâèß íà íà÷àëüíóþ íåâßçêó
x∗ − ξ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëß ñïðàâåäëèâîñòè îöåíîê ‖xα − x∗‖ 6
C1α
p (p > 0) èëè ‖xα − x∗‖ 6 C2(− lnα)−p (p > 0). Çäåñü è äàëåå â àâ-
òîðåôåðàòå ñèìâîë ‖ · ‖ èñïîëüçóåòñß äëß åäèíîîáðàçíîãî îáîçíà÷åíèß íîðì
ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàðßäó ñ (1) ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå
F (x) = 0, x ∈ X1. (3)
Ñ÷èòàåòñß, ÷òî F : X1 → X2  íåëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïàðå
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ X1, X2, è äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå â îêðåñò-
íîñòè ΩR(x∗) = {y ∈ X1 : ‖y − x∗‖ 6 R} ðåøåíèß x∗ óðàâíåíèß (3). Ïðåäïî-
ëàãàåòñß âûïîëíåííûì óñëîâèå Ëèïøèöà
‖F ′(x)− F ′(y)‖ 6 L‖x− y‖ ∀x, y ∈ ΩR(x∗). (4)
Íåðåãóëßðíîñòü óðàâíåíèß (3) îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèß x∗
ñóùåñòâóþò òî÷êè x, äëß êîòîðûõ îïåðàòîð F ′∗(x)F ′(x) íå ßâëßåòñß íåïðå-
ðûâíî îáðàòèìûì. Èññëåäóåòñß èçâåñòíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ x0 ∈ X1,
xn+1 = ξ −Θ(F ′∗(xn)F ′(xn), αn)F ′∗(xn)(F (xn)− F ′(xn)(xn − ξ)), (5)
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ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì ñõåìû (2) ê ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ
F (xn) + F
′(xn)(x− xn) = 0 . Çäåñü αn+1 ∈ (0, αn], n ∈ N ∪ {0}; lim
n→∞αn = 0.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèéΘ äëß ñõåì (2) è (5), ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå ìåòîäàì
àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé çàäà÷ (1) è (3). Îñîáîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëßåòñß
èòåðàöèîííûì ìåòîäàì ñ ïîðîæäàþùèìè ôóíêöèßìè âèäà
Θ(λ, α) =
{
λ−1
(
1− (1− λg(λ))1/α
)
, λ 6= 0,
g(0)α−1, λ = 0,
(6)
ãäå α ∈ {1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . . }. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñß ïðîñòåéøèå
ßâíûé è íåßâíûé èòåðàöèîííûå ìåòîäû, äëß êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî g(λ) =
µ0 è g(λ) = (λ+ µ0)−1 (µ0 > 0).
Â 1.2 äëß ñõåìû (2) óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß,
ñîîòâåòñòâóþùèå íå èçó÷àâøåìóñß ðàíåå ñëó÷àþ áûñòðîé (ýêñïîíåíöèàëüíîé
ïî ïàðàìåòðó α) ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ. Ïîëó÷åíû óñëîâèß íà
ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ Θ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèß.
Òåîðåìà 1.2.4. Ïóñòü ïðèáëèæåíèß xα ïîëó÷åíû ïî ñõåìå (2) è èìååò
ìåñòî èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå
x∗ − ξ ∈ R (exp (−p(A∗A)−1)) , p > 0.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖xα − x∗‖ 6 l exp(−k
√
p/α), α ∈ (0, α0], k = k(Θ). (7)
Òåîðåìà 1.2.5. Ïóñòü äëß ïðèáëèæåíèé xα, âûðàáàòûâàåìûõ ñõåìîé
(2), ñïðàâåäëèâà îöåíêà (7).Òîãäà èìååò ìåñòî èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëå-
íèå
x∗ − ξ ∈ R
(
exp(−k√ν(A∗A)−1/2)
)
∀ν ∈ (0, p).
Óñëîâèßì òåîðåì 1.2.4 è 1.2.5 óäîâëåòâîðßþò ìíîãèå ìåòîäû àïïðîêñèìà-
öèè ðåøåíèß óðàâíåíèß (1), â ò.÷. ìåòîäû âèäà (2), (6).
Â 1.3 èçó÷àþòñß íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñõîäèìîñòè èòåðà-
öèé (5) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïî αn ñêîðîñòüþ. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû
àíàëîãè÷íû òåîðåìàì èç 1.2, îòíîñßùèìñß ê ëèíåéíîìó ñëó÷àþ. Ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ óñëîâèßõ íà ôóíêöèþ Θ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
Òåîðåìà 1.3.1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîßííûå C3C5, çàâèñßùèå
ëèøü îò Θ è F , ÷òî åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (4), ïðèáëèæåíèß xn
îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (5) è âûïîëíßþòñß óñëîâèß
sup
n∈N∪{0}
(
1√
αn+1
− 1√
αn
)
= r <∞, (8)
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‖x0 − x∗‖ 6 l exp(−k
√
p/α0),
0 < l 6 min
{
C3k
√
pL−1 exp(−kr√p), R exp(k
√
p/α0)
}
,
x∗ − ξ =exp(−p(F ′∗(x∗)F ′(x∗))−1)v, p > 0, v ∈ X1,
‖v‖ 6 d =min{C4l exp(−kr√p), C5L−1 exp(−kr√p)} ,
òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖xn − x∗‖ 6 l exp(−k
√
p/αn), n ∈ N, k = k(Θ). (9)
Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü âûïîëíßþòñß ñîîòíîøåíèå (8) è äëß ïðèáëèæå-
íèé xn, âûðàáàòûâàåìûõ ñîãëàñíî (5), ñïðàâåäëèâà îöåíêà (9). Òîãäà èìååò
ìåñòî èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå
x∗ − ξ ∈ R
(
exp
(
−k√ν(F ′∗(x∗)F ′(x∗))−1/2
))
∀ν ∈ (0, p).
Óñëîâèß òåîðåì 1.3.1 è 1.3.2 âûïîëíßþòñß äëß ìíîãèõ ïðîöåäóð âèäà (5),
â òîì ÷èñëå äëß ïðîöåäóð ñ ïîðîæäàþùèìè ôóíêöèßìè (6).
Â 1.4 ïðîâîäèòñß îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1 â ñðàâíåíèè ñ àíàëî-
ãè÷íûìè èçâåñòíûìè óòâåðæäåíèßìè.
Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñß ñõåìû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé íåðåãóëßðíûõ ëè-
íåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, àíàëîãè÷íûå (2)
è (5). Â 2.1 îïèñàíû èññëåäóåìûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñß
óðàâíåíèå
Ax = f, f ∈ X, (10)
ãäå X  áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð A ∈ L(X) íå ïðåäïîëàãàåòñß
íåïðåðûâíî îáðàòèìûì, òàê ÷òî óðàâíåíèå (10) ßâëßåòñß íåðåãóëßðíûì. Äëß
àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèß óðàâíåíèß (10) ïðèìåíèìà îáùàß ñõåìà
xα = (E −Θ(A,α)A)ξ +Θ(A,α)f, α ∈ (0, α0]. (11)
Ôóíêöèè îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ âèäà Θ(A,α), α ∈ (0, α0] â (19) ïîíèìà-
þòñß â ñìûñëå îïåðàòîðíîãî èñ÷èñëåíèß ÐèññàÄàíôîðäà. ×åðåç R(λ,A) =
(λE − A)−1 îáîçíà÷àåì ðåçîëüâåíòó A è ïîëàãàåì K(ϕ0) = {λ ∈ C\{0} :
| arg λ| < ϕ0} ∪ {0}; E  åäèíè÷íûé îïåðàòîð â X . Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îïå-
ðàòîð A óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ñåêòîðèàëüíîñòè.
Óñëîâèå A. Äëß íåêîòîðîãî ϕ0 ∈ (0, pi/2) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèß
σ(A) ⊂ K(ϕ0), ‖R(λ,A)‖ 6 C6|λ| ∀λ ∈ C\K(ϕ0).
Ïóñòü ôóíêöèß ϕ : C → C àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè ñïåêòðà σ(A) îïå-
ðàòîðà A, êîíòóð Γ ëåæèò â ýòîé îêðåñòíîñòè è îêðóæàåò σ(A). Ôóíêöèß
ϕ(A) ∈ L(X) îïåðàòîðà A îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâîì
ϕ(A) =
1
2pii
∫
Γ
ϕ(λ)R(λ,A)dλ. (12)
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Â ñèëó íåðåãóëßðíîñòè óðàâíåíèß (10), ïîëó÷åíèå îöåíîê êà÷åñòâà àï-
ïðîêñèìàöèè åãî ðåøåíèß ïðèáëèæåíèßìè (11) âîçìîæíî ëèøü ïðè íàëîæå-
íèè íà èñêîìîå ðåøåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òèïà òðåáîâàíèé ïîâûøåí-
íîé ãëàäêîñòè. Ðàíåå â ðàáîòàõ À.Á.Áàêóøèíñêîãî è Ì.Þ.Êîêóðèíà áûëà
èññëåäîâàíà ñâßçü óñëîâèß èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè x∗ − ξ ∈ R(Ap), p > 0 è
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îòäåëüíûõ ïðîöåññîâ (11) ê ðåøåíèþ x∗. Áûëî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî äëß ðßäà ìåòîäîâ âèäà (11) óêàçàííîå âêëþ÷åíèå âëå÷åò ñòåïåííóþ
îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ‖xα − x∗‖ 6 C7αp, α ∈ (0, α0], à èç ïîñëåäíåé â
ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò
x∗ − ξ ∈ R(Aq) ∀q ∈ (0, p). (13)
Îñòàâàëñß îòêðûòûì âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ñîîòíîøåíèß (13) äëß âûïîëíå-
íèß óïîìßíóòîé ñòåïåííîé îöåíêè â ñëó÷àå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñè-
ìàöèè (11) ñ ïîðîæäàþùèìè ôóíêöèßìè âèäà (6). Ïîñêîëüêó äëß ôóíêöèè
ϕ(λ) = λp óñëîâèß ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (12), âîîáùå ãîâîðß, íå âûïîë-
íßþòñß, äëß îïåðàòîðà Aq â óñëîâèè (13) èñïîëüçóåòñß ïðåäñòàâëåíèå Áàëà-
êðèøíàíà
Aµ =
sin piµ
pi
∞∫
0
tµ−1(tE + A)−1Adt, µ ∈ (0, 1).
Äëß µ > 1 ïîëàãàþò Aµ = A[µ] · Aµ−[µ] ([µ] åñòü öåëàß ÷àñòü µ, A0 ≡ E).
Âòîðîé îáúåêò èññëåäîâàíèß â ãëàâå 2  ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé
íåðåãóëßðíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà
F (x) = 0, x ∈ X, (14)
ãäå îïåðàòîð F äåéñòâóåò èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â X . Ïóñòü x∗  èñêî-
ìîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (14). Ñ÷èòàåòñß, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗, è â ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíßåòñß óñëîâèå Ëèïøèöà
(4). Èçó÷àåòñß ñëåäóþùàß èçâåñòíàß ãðóïïà ìåòîäîâ, ïîëó÷àåìàß ëèíåàðèçà-
öèåé (14) è ïðèìåíåíèåì ê ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ ñõåìû (11):
x0 ∈ X, xn+1 = ξ −Θ(F ′(xn), αn)(F (xn)− F ′(xn)(xn − ξ)). (15)
Çäåñü αn > 0, n ∈ N ∪ {0}; lim
n→∞αn = 0. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îïåðàòîð
A = F ′(x∗) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ A. Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèß, äëß ñõåìû (15) ðàíåå áûëè óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèß ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ, çà èñêëþ÷åíèåì
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëß ñëó÷àß èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ñ ïîðîæäàþùèìè
ôóíêöèßìè âèäà (6). Â 2.2, 2.3 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèß ñòåïåííîé
(ïî α è αn) ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé (11) è (15) ñ òàêèìè ïîðîæäàþùèìè
ôóíêöèßìè.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì â 2.2 ßâëßåòñß ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ A, f, ξ è çàäàííîãî p > 0
âûïîëíßåòñß îöåíêà
‖x(n) − x∗‖ 6 C8n−p, n ∈ N. (16)
ãäå ïðèáëèæåíèß x(n) = xα, α = 1/n îïðåäåëåíû â (11), (6). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âûïîëíßåòñß óñëîâèå A ïðè ϕ0 ∈ (0, pi/4). Ïóñòü òàêæå µ0 ∈
(0, C9‖A‖−1), C9 ∈
(
0, (3−
√
25− 16√2)/2
)
â ñëó÷àå g(λ) = µ0 è µ0 > 0
ïðîèçâîëüíî â ñëó÷àå g(λ) = (λ+ µ0)−1. Òîãäà íà÷àëüíàß íåâßçêà äîïóñêàåò
èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå
x∗ − ξ ∈ R (Aq) ∀q ∈ (0, p). (17)
Ýòà òåîðåìà äîïîëíßåò ñëåäóþùåå èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå, óñòàíàâëèâà-
þùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèß (17).
Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü îïåðàòîð A â (10) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ A è
ïðè íåêîòîðîì p > 0 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
x∗ − ξ ∈ R(Ap). (18)
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < µ0 < C10‖A‖−1, C10 ∈ (0, min{1, 2 cosϕ0}). Òî-
ãäà äëß ïðèáëèæåíèé x(n) = xα, α = 1/n, îïðåäåëßåìûõ (11), (6) c ôóíêöèåé
g(λ) = µ0, ñïðàâåäëèâà îöåíêà (16).
2) Ïóñòü µ0 > 0. Òîãäà äëß ïðèáëèæåíèé (11), (6) ñ ôóíêöèåé g(λ) =
(λ+ µ0)
−1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (16).
Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè îïåðàòîðà A â óñëîâèßõ (17) è (18) ñêîëü óãîäíî áëèç-
êè, ïîýòîìó íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëß âûïîëíåíèß îöåíêè (16) áëèçêî ê äî-
ñòàòî÷íîìó, à òðåáîâàíèå (18) íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îñëàáëåíî. Â òî
æå âðåìß, óæå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ
óñëîâèå (18) íå ßâëßåòñß íåîáõîäèìûì äëß âûïîëíåíèß îöåíêè (16). Òàêèì
îáðàçîì, óòâåðæäåíèß òåîðåì 2.1.1 è 2.2.1 â ñóùåñòâåííîì íåóëó÷øàåìû.
Â 2.3 ïðîâåäåíî àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå äëß èòåðàöèé (15) ñ ïîðîæäà-
þùèìè ôóíêöèßìè âèäà (6). Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü âûïîëíßåòñß ñîîòíîøåíèå (4), îïåðàòîð F ′(x∗)
óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ A ïðè ϕ0 ∈ (0, pi/4), è àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèß
óðàâíåíèß (14) ñòðîßòñß ïî ñõåìå (15) ñ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé (6) ïðè
g(λ) = µ0 èëè ïðè g(λ) = (λ + µ0)−1. Åñëè äëß ïðèáëèæåíèé {xn} ïðè
n ∈ N, p > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà ‖xn − x∗‖ 6 C11n−p, òî äëß ëþáîãî
q ∈ (0, p) ñïðàâåäëèâî
x∗ − ξ ∈ R (F ′(x∗)q) .
Ýòî óòâåðæäåíèå äîïîëíßåò ðàíåå èçâåñòíûé äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé
x∗ − ξ ∈ R(F ′(x∗)p) âûïîëíåíèß îöåíêè ‖xn−x∗‖ 6 C11n−p è óñòàíàâëèâàåò
íåâîçìîæíîñòü åãî ñóùåñòâåííîãî îñëàáëåíèß.
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Áîëåå ìåäëåííàß ëîãàðèôìè÷åñêàß ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ê
òî÷íîìó ðåøåíèþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, ïðåäñòàâëåííîì íåêîððåêòíîé çàäà÷åé Êîøè äëß àáñòðàêòíîãî ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèß. Â 2.4 ïðèâîäßòñß íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß î çàäà÷å Êî-
øè äëß àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü A : D(A) ⊂ X → X  çàìêíóòûé íåîãðàíè÷åííûé îïå-
ðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß D(A), ïëîòíîé â
X. Ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå
dy(t)
dt
+ Ay(t) = 0 (19)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(0) = y0 ∈ X. (20)
Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (19), (20) ïîíèìàåòñß ôóíêöèß y : [0, T ] → X, íåïðå-
ðûâíàß íà [0, T ], íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàß íà (0, T ], óäîâëåòâîðßþùàß
óðàâíåíèþ (19) ïðè t ∈ (0, T ] è ðàâåíñòâó (20). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îïåðàòîð A
óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ A, òî çàäà÷à Êîøè (19), (20) êîððåêòíà è åå ðåøåíèå
èìååò âèä y(t) = U(t)y0, t ∈ [0, T ], ãäå U(t) = exp(−tA)  àíàëèòè÷åñêàß
ïîëóãðóïïà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ãåíåðàòîðîì êîòîðîé ßâëßåòñß îïåðàòîð
(−A). Åñëè æå â äîïîëíåíèå ê óðàâíåíèþ (19) èçâåñòíî çíà÷åíèå y(T ) = f , à
òðåáóåòñß îïðåäåëèòü ýëåìåíò u = y(0), òî ïðèõîäèì ê íåêîððåêòíîé çàäà÷å
Êîøè
dx(t)
dt
= Ax(t), x(0) = f, (21)
x(t) = y(T − t), t ∈ [0, T ]. Ïîñëåäíßß ñâîäèòñß ê ëèíåéíîìó íåðåãóëßðíîìó
îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ
Bu = f, B = exp(−TA). (22)
Â 2.5 óñòàíàâëèâàåòñß äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ñõîäèìîñòè
äëß êëàññà ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè (11) â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ (22).
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îïåðàòîð A óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùåìó óñèëåííîìó
óñëîâèþ ñåêòîðèàëüíîñòè.
Óñëîâèå B. Ñóùåñòâóþò ïîñòîßííûå ϕ0, ψ0 ∈ [0, pi/2) è a > 0 òàêèå,
÷òî
σ(A) ⊂
{
λ ∈ C : |Imλ| 6 ψ0
T
, Reλ > a
}
⊂ K(ϕ0),
è âûïîëíßåòñß îöåíêà ‖R(λ,A)‖ 6 C12|λ| ∀λ ∈ C\K(ϕ0).
Ïðè âûïîëíåíèè íåæåñòêèõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ Θ, êîòîðûì, â ÷àñòíî-
ñòè, óäîâëåòâîðßþò ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè âèäà (6), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü ðåøåíèå u∗ óðàâíåíèß (22) òàêîâî, ÷òî èìååò
ìåñòî èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå
u∗ − ξ ∈ R(A−p). (23)
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Òîãäà äëß ïðèáëèæåíèé uα, ïîñòðîåííûõ ïî ñõåìå
uα = (E −Θ(B,α)B)ξ +Θ(B,α)f, B = exp(−TA), α ∈ (0, α0], (24)
èìååò ìåñòî îöåíêà
‖uα − u∗‖ 6 C13(− lnα)−p ∀α ∈ (0, α0]. (25)
Âêëþ÷åíèå (23) ßâëßåòñß àíàëîãîì óñëîâèß ëîãàðèôìè÷åñêîé èñòîêîïðåä-
ñòàâèìîñòè u∗ − ξ = (− lnB)−pv, v ∈ X, êîòîðîå ðàíåå ïðèìåíßëîñü äëß ïî-
ëó÷åíèß îöåíîê âèäà (25) â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X (T.Hohage è
äð.).
Â 2.6 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè èíòåðïîëßöèè áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ óñòàíàâëèâàåòñß, ÷òî óñëîâèå (23) áëèçêî ê íåîáõîäèìîìó äëß âû-
ïîëíåíèß îöåíêè (25). Èìåííî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèß B è ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèßõ íà ôóíêöèþ Θ, êîòîðûì óäîâëåòâîðßþò, íàïðèìåð,
ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè âèäà (6), óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü ïðèáëèæåíèß uα ïîñòðîåíû ïî ñõåìå (24) è ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà (25). Òîãäà èìååò ìåñòî èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå
u∗ − ξ ∈ R (A−q) ∀q ∈ (0, p).
Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè îïåðàòîðà A â òåîðåìàõ 2.5.1 è 2.6.1 ñêîëü óãîäíî
áëèçêè, ïîýòîìó óñëîâèå (23) ïðàêòè÷åñêè ßâëßåòñß íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì äëß âûïîëíåíèß îöåíêè (25).
Â 2.7 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè A ßâëßåòñß äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âû-
ñîêîãî ïîðßäêà, ïîðîæäàþùèì âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè ðåãóëßðíî
ýëëèïòè÷åñêóþ çàäà÷ó, òî óñëîâèå (23) ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ ïðèíàäëåæ-
íîñòè ýëåìåíòà y(0) − ξ ïîäõîäßùåìó ïðîñòðàíñòâó òèïà ÑîáîëåâàÁåñîâà.
Ïðèâåäåíû óñëîâèß íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåàëèçóþòñß óñëîâèß òåîðåì èç 2.5 è 2.6.
Â 2.8 ïðîâîäèòñß ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 ñ àíàëîãè÷íûìè èçâåñò-
íûìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.
Ãëàâà 3 ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ñõîäèìîñòè åùå îäíîãî êëàññà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ðåøå-
íèß íåêîððåêòíîé çàäà÷è Êîøè. Â îñíîâå êîíñòðóêöèè ýòèõ ìåòîäîâ ëåæèò
òåõíèêà ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèß ïî âðåìåíè.
Â 3.1 îïèñàí êëàññ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèß
íåêîððåêòíîé çàäà÷è Êîøè (21), ãäå îáùèå òðåáîâàíèß íà îïåðàòîð A òå
æå, ÷òî è â 2.4, óñëîâèå ñåêòîðèàëüíîñòè ïðèíèìàåòñß â âèäå óñëîâèß A.
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî äëß äàííîãî ýëåìåíòà f ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x = x(t)
çàäà÷è Êîøè (21) â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Ðàññìàòðèâàåòñß ñëåäóþùèé
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êëàññ ðàçíîñòíûõ ñõåì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè x = x(t), t ∈ [0, T ]:
k∑
ν=0
ανxn+ν = ∆t
k∑
ν=0
βνAxn+ν, 0 6 n 6 N − k, ∆t = T
N
;
x0 = x1 = . . . = xk−1 = f.
(26)
Çäåñü N, k ∈ N, à αν, βν (0 6 ν 6 k)  âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, âûáîð êîòî-
ðûõ îïðåäåëßåò êîíêðåòíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó. Ïåðâûå èññëåäîâàíèß ìåòîäîâ
àïïðîêñèìàöèè âèäà (26) áûëè âûïîëíåíû Ñ.Ã.Êðåéíîì, Î.È.Ïðîçîðîâñêîé,
À.Á.Áàêóøèíñêèì â 6070õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà, âïîñëåäñòâèè ýòè èññëåäî-
âàíèß áûëè äîïîëíåíû ðåçóëüòàòàìè Í.Þ.Áàêàåâà, Ñ.È.Ïèñêàðåâà è äðóãèõ
àâòîðîâ. Ñõåìû (26) ïîëó÷àþòñß ôîðìàëüíûì ïðèìåíåíèåì ê áåñêîíå÷íîìåð-
íîé çàäà÷å (21) èçâåñòíîé ïðîöåäóðû êîíñòðóèðîâàíèß êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèß çàäà÷è Êîøè äëß îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ïàðàãðàô çàâåðøàåòñß âûâîäîì íåîáõîäèìûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ðåøåíèß x = x(t) è ïðèáëèæåíèé xn ≈ x(n∆t), k 6 n 6 N .
Â 3.2 óñòàíàâëèâàþòñß óñëîâèß, äîñòàòî÷íûå äëß âûïîëíåíèß ðàçëè÷íûõ
îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé xn ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ïðè âû-
ïîëíåíèè ðßäà óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ñõåìû (26) è íà ñâîéñòâà çàäà÷è
(21) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ïðèáëèæåíèß ê ðåøåíèþ x(t), t ∈ [0, T ] çàäà÷è
(21) ñòðîßòñß ïî ñõåìå (26) è èìååò ìåñòî èñòîêîîáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå
x(T ) ∈ R(A−p), p > 0.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖xn − x(n∆t)‖ 6 C14(− ln∆t)−p; 0 6 n 6 N − 1, ∆t ∈ (0, ε).
Òåîðåìà 3.2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåíèß ê ðåøåíèþ x(t) çàäà-
÷è (21) íà îòðåçêå [0, T ] ñòðîßòñß ïî ñõåìå (26) è ðåøåíèå (21) ñóùåñòâó-
åò íà îòðåçêå [0, T1], ãäå T1 > aT (a > 1). Òîãäà äëß ëþáîãî q ∈ (0, p) ñ
âåëè÷èíîé p, çàâèñßùåé îò êîýôôèöèåíòîâ â (26) è âåëè÷èí T, T1, èìååò
ìåñòî îöåíêà
‖xn − x(n∆t)‖ 6 C15(∆t)q; 0 6 n 6 N, ∆t ∈ (0, ε). (27)
Ïîñòîßííàß C15 = C15(q) íå çàâèñèò îò n, ∆t.
Â 3.3 ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè èíòåðïîëßöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ
äîêàçûâàåòñß óòâåðæäåíèå î íåîáõîäèìûõ óñëîâèßõ âûïîëíåíèß îöåíêè (27).
Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü ïðèáëèæåíèß ê ðåøåíèþ çàäà÷è (21), îïðåäåëß-
åìûå ñîãëàñíî (26), óäîâëåòâîðßþò îöåíêå (27) ñ íåêîòîðûì q ∈ (0, 1).
Òîãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
x(T ) ∈ R (A−q˜) ∀q˜ ∈ (0, q).
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Â 3.4 îáñóæäàþòñß ðåçóëüòàòû ãëàâû 3. Îòìå÷àåòñß, ÷òî ðåàëèçàöèè ñõå-
ìû (26) ïðèâîäßò ê ðàçëè÷íûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðåäñòàâëåíèßì ðåøå-
íèß x = x(t) íåêîððåêòíîé çàäà÷è (21), àíàëîãè÷íûì ïðåäñòàâëåíèþ Ïîñòà
Óèääåðà x(t) = lim
n→∞
[
n
t R
(
n
t , A
)]n
f , èìåþùåìó ìåñòî â êîððåêòíîì ñëó÷àå.
Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
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